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??????????S2????????????????????
???????????????????????????????
?16??????????????????????
??
?S2?????????????????????????????
????????????????????6??7????????
??????????????????S3????????????
?????
???????????????????????????????
???????????????????????1.2???????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???3!5???????????????????????????
?????
?3!5????????????????
????????????????S1?S4????????????
???????????????
??????????????????????16????????
???????????????????????????????
????????????????????16??????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??
?????S1?S4???????????????????????
??????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??????
??
 3.5 “??????”????????
?????????????????????????S3?????
?????????????????????S4?????????
???????????????????????????????
???????????????????????????
????“??????1”????????????????????
??????????????????S1?S2?????????
?“??????”???????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????1????
???1????????????????????????????
????????????????
?????????????16?????????????????
???????17???????????????????????
????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
?????????????2????
???2????????????????????????????
???????????????????
????????3!6??????????????????????
?????????????????,2004,p.2??
??
?????????
???????????????????????????
????????????????????????????
???????????????????????TIMSS??
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
??????????????TIMSS???????????
??????????????Stigler & Hiebert???????????
??????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
???????????????????
???????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
?????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
??disciplined??????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
?????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
?????????????????
???????????????????????????
????????????????????????????
???????????????? Transposition Didactique?
?Chevallard???????? ???????? ? ?????????????
????????????????????????????
?????????????????????????????
???????????????????????????
?savoir????????????????????????
????????? ?? ????? ? ??????
?connaissance??Balacheff?????????????????????
????????????????????????????
???
????????
???????
?????????
????????
?????????????
??????
???????
?????????????
????
??????
?????????????
??????
Transposition Didactique
????
???? ????
????
?????????
??? ??
??
??????????
?? ?????????????
?????????????????????
????????
????Piaget??????????? conception
Piaget???????????conception?????????
????????????????????????????
????????????????????????????
???????????????????????????
The child!s conception of number, 1952.
The child!s conception of space, 1956.
The child!s conception of geometry, 1960.
Piaget????????????????????????
????????????????????????????
??????????????????Piaget???????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
??????????? ?Beth & Piaget??????? ??????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
?????????????????????????????
??????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????
?? ? ????????
?3!6???????????,2004,p.2?
?“??????”??????????????????????? 
???????????????????????????????
???? ?????? ???????????????1??
???? ??? ?????? ??????????
???????????2????????????????????
?????
????? ?? ?3!5 ? ????
?????????????????????????
“??????”???????????????????????
??????? ? ?? ?
??????????????????????????3!5???
????1 ?? ?? ?? ???
?????????????????????3????
??3????????????????????????????
?
????1 ?2 ? ?? ???
??3???????????????
?????? ?? 3 ? ???? ??
??
?????1
??????????????????????????????
??
?????2
??????????????????????????????
????????????
?????3
??????????????????????????????
??????????????????????????????
???
?????????1?????????????????????
??????????????????????????????1?
???2????????????????????????????
????????2???????????????????????
??????????????????????1?????????
???????????????????
????????3???????????????????????
????????????????????????1????3??
????????????????????????
??
?3???????
???????????????????????????????
????“??????”????????????????????
????Dörfler?1991?????2007??????????
?Dörfler?1991????????2007??????????????
???????????????????????????????
????????????????????????????
??????????????“??????”??????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??????3?????????????????????????
??
???1????????????????????????????
????????????????
???2????????????????????????????
???????????????????
???3????????????????????????????
???????
???????1???????????2??????????3?
???????????????????????????????3
????????????????????????
??
1 ???Dörfler?1991????????????2007??????????
???????????“??????”??????
?4???????????????????????
4.1 ?????Beth????????????1???
4.2 Polya?????Beth????????
4.3 ??
4.4 ???????????
?4???????
??????????????????????????
????????????????????????
?4.1????????????????????????
???????????????4.2??????????
??4.3???????????????????????
????????????
??????????????4.4???????????
??????
4.1 ?????Beth????????????1???
 4.1.1 ????
??????????????????????????????
??????????????????????????????
????????????????????2??????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
?????Beth?Beth and Piaget,1966??Beth???????????
?????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????“????????????????????????
???????????????????????????????
??????”?ibid,p.21????“????????????????
?????????????????????????????
?”?ibid,p.21?????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??????????
???????1993??????19??????20????????
?????Brouwer????????????1??“????????
???????”?ibid,p.21???????????1??????
?“??????????????????????????????
??”?ibid,p.24????????????????????????
?????????????????
 4.1.2 Beth????????
?3??????????????????????????????
???????????????????????????????
??
???????????????????????????????
???????????????????????????????
?????????????????
?Beth????????????????????????????
????3????????????????????
???????The phase of  “enquiry”?
“??????????????????????????????
??????????????????????????????
??????????????????????????????
??????”?
???????The phase of  “arrangement”?
“??????????????????????????????
??????????????????????????????
?????????”?
???????The phase of  “verification”?
“??????????????????????????????
??????????????????”?ibid,p.22;???????
???
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
?????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??????????????????
???????????????????????????????
??????????????
??????????????????????????????
???????????????????????????????
????????????????????????????
???????????1????????????????????
???Beth??????????????????????????
?????Beth?????3???????????Beth??????
???????????????????????????????
?????????????????????
???????????????????????????Beth??
???????????????????????????????
????????????????????
?????Beth????????????????????????
???????????????????????????????
?????????????????????????????
??
4.2 Polya?????Beth????????
 4.2.1 Polya???????
?Beth????????????????????????????
???????????????????????????????
?????????????????????
?????????????????“??????????????
???????”?ibid,P22???????????????????
?????????????????????????Beth????
???????????????????????????????
??????????????
?????????Polya????????????????????
?????????????2??????????????????
????????????????Polya?1945,1954a&1954b????
???
????????????Polya?????????????????
??????????“????????????????????
???????????????????????????????
????????????????”?Polya,1953b,P.187?
“???????????????????????????????
???????????????????????????????
??”?Polya,1953b,P.184?
?Polya????????????????????????????
???????????????????????????????
Beth???????????Polya???Beth???????????
????????????????????????≪??????
?≫?????????????????????????????
???????????????????????????????
????????
??
?????Beth????????????Polya??????????
???????????????????????????????
???????????????
 4.2.2 ????????????????
????????Polya?????????????????????
?????
????????3+7=10??3+17=20??13+17=30????????
???????????3,7,13,17?????????10,20,30????
???????????????????????????
?6=3+3??8=3+5???????????=??+????????
??????
?????????????2?4???????????????
???????????????????????????????
????????????????????????
 ???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
?????????????
????????????????????????????Polya?
??????3?????????????????????????
???????????????????????????????
????????
???????????3+7=10??3+17=20??13+17=30????3
???????????????????????????????
??????????????????????????????
??????????????????????????????3?
??????????????????????????
?3????????????3,7,13,17?????????10,20,30?
???????????????????????????????
??
????????3???????????????????????
?????????????????????????????3??
???????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
?????1??????????????????????????
????
??????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
?????????????????????????2?4????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???
 4.2.3 ??????
???????????Polya??????????????????
??Beth???????????????????????????
?????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??“?????????????????????????????
???????????????????????????”(Polya,
1954a,p.4)???????????????????????????
??
?????Polya????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
????????????
??????????Polya???????????????????
????????????????Beth?????????????
?????Polya???????????????????????
??????????????????????????
??
 4.3 ??
?Polya????????????????????????????
2???????????????????????????????
?????????????
????????????????????????3????3??
???????????
?4!3??????????????
?????????3??????????????????????
???????????????????????????Polya??
???????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??????
???????????????????????????1????
???????????????????????????????
??????????????????????????????
??
????????????????????????????4!5??
4!6??????????????4!4??????????????
??????????????????????????
??
????
????
????
A
A
A
B
B
B
???????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??????????????????????????4!4??
4!5??4!6????????????????
??
????
????
????
A
A
A
B
B
B
???????????
???????????????????????????????
???????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??????????????????????????
????“??”?“??”?“??”?Beth?????????????
???????????????????????????????
??????????????????????????????
Beth??????????????????????????
??
 4.4 ????????????????
?3??????????????????????????????
1?????????????????????Beth????????
??????????????????????????
???1????????????????????????????
????????????????
??????Beth?Beth and Piaget,1966??????????????
???????????????????????????????
?????
?????1
???????????????????????????????
??
???????????????????????????????
???????????????????????????????
?????????
?????2
???????????????????????????????
????????????
??????????????????4.5????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??????????????????????????????
??
???????????????????????????????
???????????????????????????????
????????
?????????????????2??????????????
??????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
?????????????????
?????3
??????????????????????????????
??????????????????????????????
???
???????????????????????????????
???????????????????????????????
????????
??
?4???????
?????????3?????????1????????Beth
?Beth and Piaget,1966?????????????????????
??????????????????????????????
???????????????3????????????????
???????????
???“Beth????????”?????????????????
???????????????????????????????
???????????Polya?1945,1954a&1954b?????????
????????????????????
???????????????????????????????
????????????????????????2???????
???????????????????????????????
????????????Polya?????????????????
???????????????????????????????
?????????????????????????
??????????1?????????????1??????
??????????2?3???????????????????
??
1 ????????????????????????????Beth(1966)?
??????????????????Piaget?????????????
????????,1970,p.16?
2 Polya?“??”??????Beth?“??”???????????????
????????Hadamard?1945??????????????????
??????????????????????????????????
?????????????????????????????????
?????????“??”?????????????????????
?“??”??????????????????????????????
?5???????????????????
5.1 ??????????????
5.2 ????????????????
5.3 ????????????
?5???????
??????????????????????????
??????????????????????????
??????????
??????????????????????????
????????????5.1?????????????
?????????5.2??????????
????5.3??????????????????
 5.1 ??????????????????2???
??????3?????????2???????????????
??????????????????????????????
????????????
???????????????????????????????
??????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
????????????????Sfard?2001??Sierpinska?2005?
?????????
??????????????????????????Sfard
?2001????????????????????????????
?“??????????????????????????”?Sfard,
2001,p.48???????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????Sfard?2001???
????
?????????????????????????Sfard?2001?
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????
???????????????????????????????
???????????Sfard???????????
??
 5.1.1 ?????????
????????????????????“???????????
???????????????????????????????
?????”???,1986a,p.24?????
??????????????????????Piaget????
?Piaget,1974??????????
???????????????????????????????
???????????Piaget??????????????????
?????????????????????????“??????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????”???,1986b,p.65????????????
???????????????????????????????
????????????????, 1986a,p.25???????? 
 5.1.2 ???????????
???? x ! 2 > 5?????????????
x ! 2 + 2 > 5 + 2
x > 7
????????????????????????????
???????????????????????
???????????????????
???????
???
????????????
x ! 2 + 2 > 5 + 2
x > 7
????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??
???????????????????????????????
???????????????????2??????1????
???????????????????????????????
???
???????????????????? x > 6?????????
??????????????3????????????C1?C3?
?????????????
C1???? x > 7????x > 6?????????
C2?????????????????? ????????????
?????????????????????????????
??
C3??????????????????????????????
?????????????????????????????
????????????
???????????????????????????????
???????????????????
???????????????????????????????
?????16?????????????????????17???
??????????????????????????????
????????17??????????????????????
???????????????????????????
???????????????????????????????
?????????????
 5.1.3 ?????????????
????Sfard?2001???5-1???????????????
?ibid,p.19???????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????
??
???????????????????1???Noa???????
???????????????????????????????
?????Noa?????????????????Noa?2????
?number?????????the biggest number??????????
???????????????????????????Noa???
?????????????????????
??? ???????????????????
??????????????????????????????
??? ???????????????????????????
????????????????????????????????????????????????????????????
??? ???????????????????????????????????????
????
?????????????
??? ?????????????????????????
???????????????
??? ????????????????
??????????
???? ?????????????
???????????????????????????
???? ????????????????
?????????????????????
???? ?????????????????????????????
??????????
???? ??????????????????????????????
???????????????
????????????????????????
???? ?????????????
?????????????????
???? ??????????
????????????????????????????????
??????????????????????????????
?????????????????
??????Noa????????????Noa?“?”????“?”?
????????????????Noa??????????????
?????
??
?“??????????????????????????????
???????????????????????????????
????????????????????????”?Sfard,2001,p.
48?????????????????????????????
?????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
????????????????????????????
?Sfard?2001?????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
?????????ibid,p.49?
???????????????????????????????
??????????????????????17????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??
?????Sfard?2001?????????????????????
???????????????????????????????
???????????
 5.1.4 ???????????
???Sierpinska?2005?????????????????????
????????????Doise&Mugny?1981???????“???
????????”???????????????????????
???“????????????????????????????
?????????”?ibid,p.9???????
??
?Sierpinska??????????????????????????
?????Mugny,Doise&Perret-Clermont?1975-1976????????
????????????????“???????????????
?????????????????????????????“??
???”?????????”?Sierpinska,2005,p.10????“????
??????????????????????????????
????????????????????”?ibid,p.10??????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
?????????????????????
??
 5.2 ????????????????
????????Sfard?2001?????????????????
??????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
????????Sfard?2001???????
?????Sierpinska?2005??????????????????
????????????????1??????????Sfard
?2001???????????????????????????
??????????????????????????????
????????????????????????????
?Sierpinska?2005???????????????????????
???????????????????????????????
?????????????????????????????????
???????????????
??????Sfard?2001????????????????????
???about the world??????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
?????????????????????????????
Sierpinska?2005????????????
“?????????????????????????????…?
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??
??????????????????…????????????
?????????????????????????????
??”?ibid,p.18?
?“??????”??????????????????????
???????????????????????????????
??????????????????????????????
???????????????????????????????
?????????????????????????
??
 5.3 ????????????
?????????Sfard?2001????????????????
???????????????????????????????
Sierpinska?2005?????????Sfard?2001??????????
??????????????
???2????????????????????????????
???????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
?????????????
????????2?????????????
?????1
??????????????????????????????
??
???????????????????????????????
????????????????
??
?5???????
???????????????????????????????
??????????????????????????????
??????????????????????????????
??????????????
??????????????????Sierpinska?2005??????
????????????????????????????“???
????????”???????????????????????
???????????????????????????????
??????????
???????????1?3??????????????????
?????????????????????
??
1 ????????????????????????
?6??????????????
6.1 ???????????????3???
6.2 ?????
6.3 ???????????????
?6???????
??????????????????????????
???????????
?3????????????????????????
?????6.1??Polya??6.2????????????
????????????????????????
?6.3????????????????????????
 6.1 ???????????????3???
???????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
??????????????????????????????
Polya?1945,1954a&1954b????????????????????
????????????????????????????
???????????Polya??????2????????????
???????????????????????????????
??????????????????????????????
 6.1.1 ????????
?3??????????????????????????????
???????????????????????????????
??????????6!1????????????????????
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O
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?“???”??????????????????????????
???????????????????????????????
?????????????
?????????Polya?“????????”?extreme special case?
???????????????????????????????
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??????????????????????????????
??“????????”????????????????????
???????????????????????????????
???????????????
 6.1.2 ????????
?Polya??????????????????????????
?leading special case??????????????????????
????????????????????6.1.1?????????
????????“????????”????
??????2?????????????????????????
??????????????????????????180°???
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?6!2???????????????????
???????????6-2???????????????????
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??????????????????????????
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????????????????????????
??
 6.2 ?????
?3??????????????????????????????
?????????1??????????????????????
??????????6!3????????????????????
??????????????6??7????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????????
?????????????????????????????
?6!3????????????????
??????????????Polya???????????????
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 6.2.1 ??????????????????????
????1991??????????????“?????”?????
??
“???????????????????????????????
??…????????????????
??1?????????????????????????????
??????
??2???????????????? ???????????
????????????????????????????
??????????????”?ibid,p.92?
??
????1995???????“?????”????????????
??????????????????3?????????????
???????????????????????????????
???????????ibid,p.95?
???A
1?2?3?6?6?2!3
4?5?6?15?15?5!3
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